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ABSTRACT :
By means of a classical problem of evolution, we describe
in detail the process that lead to the numerical resolution of
such problems, through projection methods on finite element sub-
spaces of rational pattern .
El estudio que presentamos tiene relación con el tratamien-
to numérico del problema de evolución no lineal
- ~t + ¿u+u(1-u
2
) =0, S~x [0,11 ; u(x,0) =uo (x),2 ;
u(x,t) =0, a2x[0,1),
	
(1)
siendo S2= { (x 1 , x2 ) E R2 I x2 + x2 < l } . Los problemas de existencia
y unicidad pueden tener respuesta adecuada en el contexto de la
teoría de semigrupos no lineales (MARTIN, 1976) .
Especificamos en [0,1] instantes intermedios situados a
intervalos de idéntica longitud h:{0,h,2h, . . .,(p-1)h,ph = 1} y
trataremos de determinar una solución aproximada en t = h . Para
ello sustituimos el término
2t por el cociente incremental refe-
rido a los puntos t=0,t=h : ?u . u(x,h)-u(x,o)	y designamos u(x,h)at h
por u 1 (x) . Nos enfrentamos, pues, con el problema siguiente :
Determinar ul E H0(2) tal que
- pu l + lhhul + ui = hllO , 12 ; U , = 0, 9S2 (2)
v en general, para t =jh,
-¿u + 1-h ~, -l- u3 = 1 u
	
~ j9 ; u = 0, 92
(3). h j j h j-1
Desic,nando con U 1 al conjunto {uo,ul, . . .up}, podem.os prose-
guir la subdivisión de [0,11 por los puntos O',hn`  p2n-lhn=1,
n =2,3, . . . con lo que obtenemos una sucesión Uo = {uo},Ul,U21 . . . .
Un , . . ., que, si es convergente, determina una función límite u
que admitimos será la solución del problema . Deteniendo el pro-
ceso en la etapa n, podemos tomar como solución aproximada
(x, t) =u.(n) +
t-21-n
h
h(j-1)
[1
u(n)-u(n)1 21-n(j-l)h < t < 21-njh
__;-1 i i-1
donde u~n) significa la solución en 2 1-njh del problema correlati-
vo de (3) .
Para dar respuesta satisfactoria a los problemas estacio-
narios que resultan del proceso de discretización temporal, estu-
diemos el sistema genérico
-bu + yu + u3	9 ; u=0, ap (4)
con ~E L2 (2) conocida, y constante positiva . Veneramos una for-
mulación equivalente haciendo uso del siguiente teorema (VAIN-
BERG, 1973) : "Sea V un espacio de HILBERT, F :V -> V* un operador
(no necesariamente lineal) y vo E=- V . Si F es un potencial en un
entorno de uo , existe un funcional J, cuyo gradiente F es dado
por la expresión J (u) = f 1 < F (uo -t (u-U0 ) ) , u-u0 > dt - Fo ,
FD = F (uo )
constante" . Así, el problema (4) equiva.le al de encontrar
u E H 1 (Q), tal que
J (u) < 1 ( av 2 av 2
2 1 ( 4 1
-2 J [ ( ax ) + ( ax )
+ yv 1dx+ 4 I v dx -~ ~vdx, TdvEH0 (S2)
St 1 2 lo SZ
La ecuación minimizante resulta entonces
244
I (vuvv + yuv) dx + u3v dx =
J
¢v dx , Vv E H1 M
J9 n
y con notación muy extendida, a(u,v) -
J
u 3 v = ~(v), 8v E H1 (2)
El proceso de discretización se realiza en nuestro caso
mediante proyección sobre un subespacio WH , de dimensión finita,
de funciones racionales a trozos (WACHSPRESS, 1975), lo que nos
permite una interpolación exacta del contorno circular . Sea
W1 , . . . ,WN una base de dicho subespacio . El problema discreto
consiste en determinar uH E WH con la condición
a (uH,vH )
	
-
J2
(uH) 3vHdx = ~ (v H ) , VVH E WH (5)
Naturalmente WH está formado por funciones que se anulan en 951 .
N
Escribiendo uH = E C .W . resulta
i=1 1 i
EC i	a(Wi ,w .) - (E Ciwi) 3W .dx = ~w .dx,
i J s2 i J st
sistema no lineal cuya resolución puede ser abordáda mediante
técnicas iterativas (RHEINBOLDT, 1976) .
El sistema de subdivisión del recinto que proponemos, se
esquematiza en la figura
tas OD 1 , OD2 con e
l
=, ./6,
lado curvilíneo coincide
te de ese, en la región ,r/6 <e< T/3, reservando para el resto del
cuadrante (0 < e <u/6, -í/3< e < u/2) cuadriláteros curvilíneos,
uno de cuyos lados coincide con la parte de frontera que inter-
pola . El resto de los elementos son en todas las zonas, cuadri-
láteros lineales .
adjunta . Trazando desde el origen rec-
e2=,r/3, se constituyen triángulos cuyo
exactamente con la parte correspondien-
Por ejemplo, las funciones
(locales) de base asociadas con
el triángulo genérico
to en la figura
descri-
adjunta serían :
W _
- K 1
22-y
W
T _
- K
(13) (4A)
1 1 (AB) 2 2 (AB)
W3
T -
K 3
(12) (4B)
w4
T ___
K4
(12) (13)
(AB) (AB)
El número de integraciones de funciones racionales que se
debe realizar, es uno de los parámetros del problema que convie-
ne cuidar, a 'fin de conservar la computabilidad dentro de límites
razonables . Intervienen así expresiones de la forma
w
w
q , J
W
p
W
q ,
1WpWgWr,
	
I~Wp. Las propiedades EWi = 1, Exiwi = x, Eyiwi = y se uti-
lizan par
l
a reducir convenientemente el número de tales integra-
ciones (MCLEOD, 1976) . En efec-
to, considerando por ejemplo el
donde designamos por (JK) el
primer miembro de la ecuación
de la recta que pasa por los
puntos J,K .
(1 1 1
p = ~0 0 1
0 1 0
clcman+n mnAaln m Aa la finura
adjunta,
í u)w1wj
(1 _W4 )W j
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